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Problématisation

Comment la vérification d’une preuve se rameéne-t-elle a la vérification du
typage d'un A-terme ?

© Les \-termes typés

@ Les arbres de preuve

© Une bijection entre les deux

@ Implémentation d'un vérificateur en OCaml
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Le \-calcul

Définition (A, “\-termes”)

A est le plus petit ensemble tel que
eVxeV, zeA
o V(z,t) e VXA, (A\x.t) €A
o V(s,t) €A% (st) €A
=,: deux termes ne différant que par le nom de leurs variables liées sont
identifiés.
Exemples : \z. x =, \y. y Q=Az. z z)(A\z. z x)

.

Définition (—p, “B-réduction”)

Soit z € V, (s,t,u) € A3.
— 3 est la plus petite relation sur A vérifiant
o ((Az.t) u) =g tlr < u] (évaluation)
e Sis —pt alors
o (su)—p (tu), (us)—pwt), (Az.s)—p Az t)
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La §-réduction est une regle de réécriture

(Az. t) u —p tlx < u

Application d'une régle jusqu'a une forme stable.

Exemple de Af. Az. f (f z) :

Mz f(fz)gz =p (M. g (gx)) 2
—3 g (g9 2) (forme normale)

Comme la B-réduction, ce systeme applique des regles de transformation
jusqu'a atteindre une forme stable
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@ matches
@ apply et subst

$ ocaml moteur.ml

(CA\f. (\x. (£ (£ x)) g 2z)
->

(A\x. (g (g x))) 2z)
->

(g (g 2))
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Le A-calcul simplement typé

T est le plus petit ensemble stable par 4, x, —, contenant les types de
base et L.

Un contexte I" est une liste finie d'associations (z : A) ou (x,A) € V X T.
V.

Relation de typage

I'F (t: A) "t est de type A dans le contexte I'" est la plus petite relation
vérifiant :

(:E:A)EFVar I, (x:A)F(t:B)

TF (z:A4) Tr Nz A). t: Ao B o

'(t:A—B) T'F(u:A)
' (tu:B)

Appli

Et de méme pour les types x, + et L.
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L'isomorphisme de Curry-Howard

Déduction naturelle

A-calcul simplement typé

AeTl

T,Al B

'-rA—B
'FA—-B TFHA

rra ™

i

I'=B

e

(x:A) el
'-(xz:A)
I'z:AFt: B

' Ax:4A)t:A— B
'rt:A—-B T'tu:A

Var

Abstr

Ayl
TFtu:B PPl

A notation prés, ces systemes sont les mémes.

.
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Logique

A-calcul simplement typé

Proposition A

Preuve de A

Type AeT
Terme de type A

Elimination des coupures

A= B A— B
ANB AXx B

AV B A+ B

i type vide
Modus ponens Application

(B-réduction

Vérifier une preuve = vérifier qu'un terme est bien typé
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Les arbres de preuve : P(I', A)

P(I', A) : arbres de preuves de A € T depuis I', en exploitant I'analogie
syntaxique avec la relation de typage.

V(z:A)el, ax(z)eP(,A)
Vr e P(I',x:A,B), —;(z,A,m)eP(I,A— B)
Vi € P(F,A—)B), Ve € P(F,A), —e (7‘(‘1,7‘(‘2) S P(F,B)
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P(T', A) : constructeurs pour x, +, L

Vi € P(P,A), Vg € P(P,B), /\Z'(ﬂ'l,ﬂ'g) € P(F,A X B)

vr € P(T, A x B),

vr e P(T,

vr € P(T,B), VA,
(

Vr e P(I',A+B), m €

A, vi(m,

N(m) € P(T,A) et Ad(r) e P(T,B)
B)e P(I, A+ B)

) € P(I',A+ B)
P(I,x:A,C), my € P(I',y:B,C),

\/6(7T,IE 7T1,y,7'['2) P(F7 )
Vre P(I, 1), Le(m A)eP(I,A)

Victor ROBERT (Candidat 38406)

Le rdle du \-calcul dans les assistants de pr

11/33



Constructionde p : P(I' A) = {te A |T'F (t: A)} )=,

On remplace chaque constructeur de P par le constructeur de terme
correspondant.

Ve eV, o(ax(z)) ==

Vr e P(I',x:A,B), @(—; (z,A,m)) =N :A). o(m)

Vm € P(ILA — B), Vma € P(T,A), (= (m1,m2)) = @(71) ©(m2)
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@ : cas pour X, +, L

V(m,m2) € P(I',A) x P(L, B),  ¢@(Ai(m1,m2)) = (p(m1), ¢(m2))
vr € P(I', A x B), SO(A‘Z(W)) = p1(p(m)) et p(AL(m)) = pa(p(m))
vr e P(T,A), (Vi(r,B)) = ii(p(r))

vr € P(L, B), @(Vd(A ™)) = da((m))

Vr e P(T,A+ B), Vm € P(I',x:A,C), Vm € P(T,y:B,C)
(P(ve(ﬂ. x 7717y7772)) - CaS(SO 77)7 $-80(71)7 y.gO(TI'Q))

Vre P(I', 1), ¢(Le(m, A)) = absurde(p(m))
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Constructionde ¢ : {t c A |I' = (t: A)} =, = P(I', A)

Induction sur la dérivation de typage de I' - (¢ : A) :

Ve eV, ()= ax(z)

Vitq. I, (x: A)F (t: B), ¢(Ax:A).t)=— (x,A,1())
V(t1,t2) t.q. TH (t1: A= B)et Tk (ta: A), (t1 t2) =
(¥(t1), ¥ (t2))
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v @ cas pour X, +, L

V(s,t) t.q. Tk (s: A)etTF (t: B), ((s,t)) = Ai(¥(s), (1))
Vttq. TF(t: Ax B), (p1(t) e

Vitg. T'E(t:A), ¢((t) =V
Vitq. TF(t:B), ¢(ia(t)) = V¢
V(t,ui,u2) t.q. 'F(t: A+ B), T, (;U:A) F(up:C), I, (y: B) F (ug:
C), d(cas(t, z.u1, y.ug)) = Ve(y(t),

Vttq. I'F (t: L), (absurde(t)
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Théoreme de Curry-Howard

Pour tout T" et tout A € T :
P, A) ~ {teA | Fl—(t:A)}/Ea

Démonstration. On montre ¥ o ¢ = id et ¢ o ¢ = id par double induction
structurelle.

Cas de base : (p(ax(z))) = (z) = ax(x)

Cas —; (z,A,m) (H.l. : ¥(p(m)) =) :
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Conséquence

A toute preuve correcte on peut associer un A-terme bien typé.
Le typage est décidable: on peut implémenter un vérificateur de preuve.
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Implémentation en OCaml

Trois types suffisent :
@ type_t : les propositions/types T (constructeurs Simple, Impl)
@ terme_t : les A-termes simplement typés A
@ arbre_t : les arbres de preuve P(I', A), un constructeur par regle :

Hypothese (ctx, x, a) < ax(z)
ImplIntr (ctx, x, a, p) < — (x,A,m)

ImplElim (ctx, p, q) < —e (m1,72)

(les constructeurs x, +, L s'ajouteraient sur le méme modeéle)
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Le vérificateur : concl: implémentation de

concl : arbre_t — type_t: On parcourt de I'arbre et on vérifie que
chaque régle est correctement appliquée, et renvoie la proposition
démontrée (sinon, léve une exception) :

let rec concl = function
| Hypothese (ctx, x, a) ->
if a = ctx_mem x ctx then a else failwith "type incoherent!"
| ImplElim (_, p, q) —> (
match concl p, concl q with
| Impl (a, b), a' when a = a' -> b
| _ => failwith "elim ratee!")
| ImplIntr (_, _, a, p) -> Impl (a, concl p)

En paralléle, construire_terme : arbre_t — terme_t réalise ¢ en
lisant le A-terme sur |'arbre.
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Recherche automatique de preuve

Par Curry-Howard, prouver A équivaut a vérifier le type A. On construit
donc un terme par récurrence dirigée par le but (construire_terme
int — ctx_t — type_t — terme_t):
@ cas de base : on cherche dans I" une hypothese
h: Ay — ---— A, — but, puis on prouve récursivement chaque A4;

(regle —)

@ cas A — B : Introduction d'une hypothése x : A et on prouve B
(régle _>z)
Le procédé est correct : tout terme renvoyé est bien typé par
construction. )
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$ ./prouveur "(P -> Q) -> (Q -> R) -> (P -> R)"
[+] Prouvable : oui
[*] Terme :
([x1 : (P > Q]
([x2 : (@ -> R)]
([x3 : P] . (x2 (x1 x3))))) <- la transitiviteé

$ ./prouveur "P -> Q"
[-] Prouvable : non

$ ./prouveur "((P -> Q) -> P) -> p"
[-] Prouvable : non
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Conclusion

Par I'isomorphisme de Curry-Howard, I' - A est démontrable en déduction
naturelle si et seulement si il existe ¢ tel que I' - (¢ : A).
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Annexes

Variables libres (FV)

o Vx €V, FV(z) = {z}
o V(z,t) e Vx A, FV(Ax. t) =FV(t) \ {z}
o V(s,t) € A2, FV(s t) = FV(s) UFV(?)
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Définition (=)

Soit (x,y) € V2, (s,t,u,v) € A%
o SiyF#xzety¢FV(t) alors \z. t =, \y. t[x + 9]
@ Sis=,talors \x. s =, A\v. t
@ Sis=,tetu=,valorssu=,tv
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Propriétés du STLC

Théoreme (normalisation forte, Tait 1967)

Tout terme bien typé se S-réduit en un nombre fini d'étapes vers une forme
normale unique (Church-Rosser, 1936).

Corollaire
Il n'existe pas de terme clos de type | : le STLC est cohérent.
Q = (Ax. x z)(Az. = x), boucle infinie paradigmatique, n'est pas typable.

| A
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Code OCaml : matches et apply

matches pattern target : tente de faire correspondre un motif a une
expression. Renvoie I'environnement de substitution si le motif correspond,
liste vide sinon.

apply env expr : applique un environnement de substitution a une
expression.

subst rule expr : applique une régle de réécriture a une expression en
utilisant matches puis apply.

Ces trois fonctions constituent le moteur du systéeme de réécriture, dont la
[B-réduction est un cas particulier.
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type t = string

[ Dew type e ol

Eype type_t = SJmple of t | Impl of type t* type t

[type terme_t =

| Variable of var

| Abstraction of var * type_t * terme_t
| Application of terme_t * terme_t

type ctx_t = (var * type t) list

[* Un séquent est la donnée d

type sequent t= ctx_t * terme_t *

[type arbre_t =

| Hypothese of ctx_t * * type_t

| InplIntr of ctx_t * var * type t * arbre_t
| ImplElim of ctx_t * arbre_t * arbre_t

type token =

| Nom of strlng Nom de
| ImplT

| 6 (

| D

let rec ctx_mem (x : string) = function
| []-> failwith "
| (y, t) :: t1 > if x = y then t else ctx_men x t1

let rec concl = function
| Hypothese (ctx, x, a) ->
if a = ctx_mem x ctx then a else failwith "type incohérent!"

t rec concl = function
| Hypothese (ctx, x, a) >
if a = ctx_mem x ctx then a else failwith "type incohérent!"
| InplELin (, p, @) => (
match (concl p, concl q) with
| Inpl (a, b), a' whena=a' ->b
| _ -> failwith "elim ratée!")
| ImplIntr (_, _, a, p) -> Inpl (a, concl p)

t rec construire_terme : arbre_t -> terme_t = function

| Hypothese (_, x, _) -> Variable x

| ImplIntr (_, x, a, p) -> Abstraction (x, a, construire_terme p)

| ImplElim (_, p, g) -> Application (construire_terme p, construire_terme q)

d fmt_type : type_t -> string = function
| Simple x -> x
| Inpl (a, b) -> Printf.sprintf "(%s -> %s)" (fnt_type a) (fmt_type b)

d fmt_terme2 t =
let rec aux i = function
| Variable x -> x
| Abstraction (x, a, t) ->
let ind_str = ref "" in
for _ =0 to i do
ind_str := !ind_str
done;
Printf.sprintf "\n%s(A[%s : %s] . %s)" !ind_str x (fmt_type a)
(aux (i +1) t)
| Application (s, t) -> Printf.sprintf "(%s %s)" (aux i s) (aux i t)
in
aux B t

d normaliser : type_t -> type_t list * type_t = function
| Inpl (a, b) -
let args, res = normaliser b in

(a_:: args, res)
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d-normaliser < type_t =5 type_t 1ist* type_t =function

| Inpl (a, b) ->
let args, res = normaliser b in
:: args, res)

It->( %)

Ekception Pas_prouvable

't suivant =
let ¢ = ref @ in
fun () ->
iner c;
"X" ~ string_of_int lc

if d < @ then raise Pas_prouvable;

function
| Impl (a, b) ->
let var = suivant () i
let cnrps = cnnstruire terme (d - 1) ((var, a)

(x a) . col

:: ctx) b in

Ahstractmn (var, a, corps)
| Simple _ as but ->
let rec aux = function
| [1 -> raise Pas_prouvable
| (var, t) :: t1 >
let args, t' = normaliser t in
if t' < but then aux t1
else
List.map (construire_terme (d - 1) ctx) args
|> List.fold_left
(fun acc u -> Application (acc, u))
(Variable var)

t rec construire_terme (d : int) (ctx : ctx_t) : type_t -> terme_t =
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enize FIng,
Tet n = String.length s in
let is letter c = ('A' <=c 8k c <= '7') || (‘a' < c 8 <= '2) in
let is_alphanum ¢ = is_letter ¢ || ('8' <=c & c <= '9") || ¢
let rec aux i acc =
if i >= n then List.rev acc
else
match s.[i] with
[ ] "\n' | '\t' > aux (i+1)acc
| '(" > aux (i+1) (6 :: acc)
->aux (i+1) (D :: acc)

@n-1is!

ifi+1<n&s.[i+1]="> then aux (i +2) (InplT :: acc
else failwith "tokenize: '
| c when is_letter ¢ ->

let j = ref i in

while !j < n & is_alphanum s.[!j] do

iner j

done;

let name = String.sub s i (!j - i) in

aux !j (Nom name :: acc)
| ¢ -> failwith (Printf.sprintf "caractére inattendu: %c" c)

in
aux 8 []
t rec parse_impl ts =
let 1hs, ts = parse_atom ts in
match ts with
| ImplT :: t1 ->
let rhs, ts' = parse_impl tl in
(Impl (1hs, rhs), ts')
| _ - (Ins, ts)

parse_atom = function
Nom x :: t1 -> (Simple x, t1)
G tl->(

let ty, t1' = parse_impl tl in
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Ietparses=

match tokenize s [> parse_impl with
It 1>t

| _ -> failwith "tokens restants"

et () =
if Array.length Sys.argv <> 2 then (

exit 1);

let input = Sys.argv.(1) in
let ty = parse input in
Printf.printf "[+] Fornule : %s\n" (fmt_type ty);
try
let term = construire_terme 40 [] ty in
Printf.printf "[+] Prouvable : oui\n";
Printf.printf "[*] Terme : %s\n" (fmt_terme2 te
with
| Pas_prouvable -> Printf.printf "[-] Prouvable :
| Failure msg ->
Printf.eprintf "[-] Erreur: %s\n" msg;
exit 1
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Printf.eprintf "Usage: %s \"formule\"\n" Sys.argv.(0);

rm)

non\n"
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type term =

| Var of string

| Meta of string

| Lem of string * term

| App of term * term

| Op of string * term list

ltype regle = { nom : string; lhs : term; rhs : term }
ltype env = (string * term) Llist

llet rec to_string = function
| Var x | Meta x -> x
| Lam (x, b) -> Printf.sprintf "(\\%s. %s)" x (to_string b)
| App (s, t) -> Printf.sprintf "(%s %s)" (to_string s) (to_string t)
loo(F, [a5b0]) >

Printf.sprintf "(%s % %s)" (to_string a) f (to_string b)

| Op (F, ts) ->
Printf.sprintf "%s(%s)" f (String.concat ", " (List.nap to_string ts))

llet rec matches (env : env) (motif : term) (cible : term) : env option =

match (motif, cible) with
| Meta x, t > (
match List.assoc_opt x env with
| None -> Some ((x, t) :: env)
| Some t' -> if t' =t then Some env else None)
| Var a, Var b when a = b -> Some env
| Lam (x, p), Lem (y, q) when x = y -> matches env p q
| App (p1, P2), App (ct, c2) -> (
match matches env pi c1 with
| Some env' -> matches env' p2 c2
| None -> None)
| 0p (f, ps), Op (g, cs) when f = g & List.length ps = List. length cs ->

List.fold_left2
(fun acc p ¢ -> match acc with Sone e -> matches e p ¢ | None -> None)

(Some env) ps cs
moteur.mL
:colorscheme monoglow-light
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(fun acc p ¢ -> match acc with Some e -> matches e p c | None -> None)

(Some env) ps cs
| _ -> None

et rec apply (env : env) (motif : term) : term =
match motif with

| Meta x -> (

match List.assoc_opt x env with

| Some t >t

| None -> failwith ("méta-variable libre : " ~ x))
|Var _ast >t

| Lam (x, b) -> Lam (x, apply env b)

| App (s, t) -> App (apply env s, apply env t)

| Op (f, ts) -> Op (f, List.map (apply env) ts)

tet subst (r : regle) (t : term) : term option =
match matches [] r.lhs t with

| Some env -> Some (apply env r.rhs)

| None -> None

let rec free vars = function
| Var x > [ x 1

| Meta _ > []
| Lam (x, b) -> List.filter (fun y -> y < x) (free_vars b)

| App (s, t) -> free_vars s @ free_vars t
| 0p (L, ts) -> List.concat_map free_vars ts

let fresh =
let c = ref 0 in
fun base ->
incr c;
base ~ "'" ~ string of_int !c
let rec subst_var (x : string) (u : term) (t : term) : term =
match t with

Imoteur.mL
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let rec normalise (profondeur : int) (regles : regle list) (t : term) : term =

let beta_racine = function :
L i
| App (Lam (x, body), arg) -> Sone (subst_var x arg body) ;tssrm’”"eur 0 then t
-
==t match un_pas regles t with
let rec un_pas (regles : regle list) (t : term) : term option = } ig;‘: E) ;> normalise (profondeur - 1) regles t
match beta_racine t with
| some t' -> Some t*
| None -> ( let trace profondeur regles t =
let par_regle = let rec go profondeur t =
List. ;glu left Printf.printf "  %s\n" (to_string t);
(fun acc r -> match acc with Some _ -> acc | None => subst r t) if profondeur <= 0 then ()
None regles else )
in match un_pas regles t with
match par_regle with | Sone ¢ >
| Some t' -> Some t' Printf.printf " ->\n";
| Nore -> ( go (profondeur - 1) t'
match t with . | Nore > ()
| Var _ | Meta _ -> None in
| Lan (x, b) -> ( go profondeur t
match un_pas regles b with
| Some b' -> Some (Lam (x, b')) et ) =
| None -> None) let facto =
| App (s, u) > ( . 5
match un_pas regles s with nom = "factorisation";
| Some s' -> Some (App (s', u)) lhs =
| None -> ( 0p
match un_pas regles u with (e,
[

| Some u' -> Some (App (s, u'))

| None -> None)) Op ("+", [ Meta "A"; Meta "B" ]); Op ("+", [ Meta "A"; Meta "C" ]);

| op (F, ts) > ;
let rec descend prefixe = function rhs = 0p (", [ Meta "A"; Op ("+", [ Meta "B"; Meta "C" 1) 1);
| [1 -> None }
| x :: reste -> ( in
match un_pas regles x with let el =
moteur.ml moteur.ml
12 fewer lines; before #58 1 second ago

:colorscheme monoglow-light
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1 Nore > ()

in
@ profondeur t

", [ Meta "A"; Meta

" Op ("4, [ Meta "B Meta 'C" 1) 1;

[ Ver " Yar "y" i O (", [ va

' Var "z 1) 1)

Ao (Yar *F", Var X)) 1n
)i

trace 2
Printf.printf "\n"
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